PCSI DEVOIR de MATHEMATIQUES n° 4 pour le 20/12/2002

EXERCICE 1 : Soit f : [a,b] — IR une fonction de classe C?. On note M = max lF].

1. Justifier 'existence de M.

Montrer qu’il existe une unique fonction affine ¢ telle que p(a) = f(a) et ©(b) = f(b).
Expliciter ¢(t) pour ¢ € [a, b].

2. Pour tout A € IR, on note ¥, la fonction définie sur [a, b] par
Pat) = f(t) —@(t) = At —a)(t = b) .
On se donne x €]a, b[. Montrer que ’on peut choisir A (et expliciter la valeur de A en fonction
de z) de fagon que ¥y (x) = 0.
Montrer alors l'existence d'un ¢ €]a, b] tel que ¥} (c) = 0.

3. De la question 2., déduire la majoration de I’erreur commise en remplagant I’arc de courbe
par sa corde sur le segment [a, b] :

ot |f() - @)l < - a)b-a)
b b
4. En déduire / f(x) dx —/ o(x) dx| < %(b —a)?

EXERCICE 2 :
Soient les fonctions f et g définies sur IR par

f(x) = arccos(th ) ; g(z) = arcsin (cﬁx) .

Sont-elles dérivables sur IR 7 Calculer leurs dérivées lorsqu’elles sont définies. En déduire
une relation simple entre f(x) et g(x).

PROBLEME :

On pose f(z) = pour tout réel x différent de 1.
x

1
Pour z € R et n € IN, on pose E,(x)= Z e
k=0

-

. Etudier les variations et les limites de f, construire sa courbe représentative.

N

. Montrer que, pour tout entier naturel n, on peut écrire
ew
(1 —ax)ntt

olt P, est une fonction polynome ; on exprimera P, (z) & laide de P,,_1(z) et P, _,(x).

VeeR  f™(z)= Py(z),

w

. Calculer P,(1). Quel est le terme dominant (terme de plus haut degré) du polynéme P, ?

~

. En dérivant n fois la relation (1 — z) f(x) = e, démontrer la relation

P,(x)=n!E,(1—x).

5. On pose F,(x)=e" E,(—x) pour n € IN et x € IR. Prouver la relation
T 7t n
Fn(x):1+/ etgdt.
0 n!
En déduire les variations et les limites a l'infini de la fonction F;, (discuter selon la parité
de n). Quel est le nombre de solutions réelles de 'équation P,(x) =07
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EXERCICE 1 :
1. La fonction f étant de classe C2, sa dérivée seconde est continue sur le segment [a,b], de méme
que la fonction |f”| qui admet donc un maximum sur ce segment.
Cherchons ¢ sous la forme ¢(t) = at + 8. Les conditions ¢(a) = f(a) et o(b) = f(b)
. \ aa+f = f(a)
conduisent au systeme
b a+5 = fb)
_f) - fla) S ) 7
avec @ = ——————= (c’est le coefficient directeur de la sécante (AB) si l’on note A et B les

b—a
bf(a)—af(b
points d’abscisses respectives a et b sur la courbe représentative de f) et 3 = M

b—a

, qui admet pour solution unique le couple («, 3)

Ainsi,

f(b) = fla) ,  bfla)—afb)

a
b—a b—a (t=a).

p(t) = = fla) +
.\ . , . o f(b) — f(a)
La deuxiéme expression de @(t) montre que ¢’est la droite de coefficient directeur [

passant par le point A(a, f(a)).

p(x) — f(x)
- a)b—2)
classe C? sur le segment [a, b] (c’est la différence de f et d’une fonction polynome du second
degré) et vérifie 1y (a) = ¥x(z) = ¥x(b) = 0. En appliquant le théoréme de Rolle, il existe
au moins un point d dans Uintervalle a, z[ tel que 1 (d) = 0 et un point e dans ]z, b[ tel que
¥4 (€) = 0. Comme d < e, on peut de nouveau appliquer le théoréme de Rolle a la fonction
dérivée ) : il existe ¢ €]d, e[ tel que ¥} (c) = 0.

2. La condition 1 (x) = 0 donne A = . Si X est ainsi choisi, la fonction 1y est de

3. Soit = €la, b fixé. Choisissons alors A comme dans la question précédente. Explicitons la
dérivée seconde de vy :

Vt € [a, ] () = f7() =20 = f(t) — QW '
_ f/I(C)

La condition 9} (c) = 0 s’écrit alors ¢(z) — f(z)

majoration

5 (x —a)(b—x). On a donc la

vrelabl 1) - p(@)| < % (o —a)b-a),

majoration qui reste évidemment valable pour x = a et = b.



4. On a

b b
< [ 1@ - @l [ @-ab-a)ds,

/abf(x) dx—/abgo(x) dx

b
Un petit calcul, que je laisse volontiers au lecteur, donne / (r—a)(b—z)dx =
a

(b—a)®
6 b
d’ou la conclusion.

Les résultats obtenus dans cet exercice seront prochainement repris en cours pour majorer l’erreur
commise lors d’un calcul approché d’intégrale par la méthode des trapeézes.

EXERCICE 2 :

e La fonction th, définie sur IR, prend ses valeurs dans | — 1, 1], intervalle sur lequel la fonction
arccos est définie et dérivable. La fonction composée f = arccosoth est donc définie et
dérivable sur IR avec

(@) = (th)(z) - (arccos)(tha) = (1 — th’ z) - \/1:1711% —V1—th?z = _i

car, pour tout réel z, on a 1 —th?z = et chx > 0.

ch? x

1
e La fonction I est définie et dérivable sur IR, & valeurs dans ]0, 1] ; la fonction arcsin est définie
c

et continue sur cet intervalle, mais n’est pas dérivable au point 1. La fonction g est donc
continue sur IR , mais on ne peut utiliser la formule de dérivation d’une fonction composée

1
qu’en un point x pour lequel T # 1, c’est-a-dire pour z # 0. Pour tout z € IR*, on a
chz

shx 1 shz chz shz 1 sgn(x)

/ = — . — . _ — [
g(@) = ch? z 1 ch’z  \/ehZz — 1 |shz| chz chx

1—
ch®z

car ch? z — 1 = sh? z et, pour tout réel z, shz est du signe de x.

e Remarque. On voit que lim ¢'(z) = —1et lim+ g'(z) = 1, donc la fonction g n’est effectivement

r—0~ z—0

pas dérivable en zéro, mais admet en ce point une dérivée a gauche et une dérivée a droite
distinctes : g;(0) = —1 et g;(0) = 1. Notons toutefois que les deux fonctions f et g sont
continues sur IR.

e Les fonctions f et g sont dérivables et ont la méme dérivée sur R, donc different d’une
constante ; comme elles ont la méme limite en +oo, & savoir arccos(1) = arcsin(0) = 0, on
en déduit qu’elles coincident sur cet intervalle ;

e Les fonctions f et g sont dérivables et ont des dérivées opposées sur IR* , donc leur somme
f + g est constante sur cet intervalle et vaut

lim f(z)+ lim g(z) = arccos(—1) + arcsin(0) = 7 .

(les deux expressions coincidant pour x = 0).

. g(z) = m— f(x) sur R_
Bilan : on a
{g(x) = f(x) sur IR,



PROBLEME :
(2—x)e*
1. fl(z) = ~—F—
f ( ) (Z‘ . 1)2
chacun des intervalles | — 0o, 1] et ]1,2], et strictement décroissante sur [2, +00]. Les limites
se laissent calculer tranquillement, sans opposer de résistance :

est du signe de 2 — z. La fonction f est donc strictement croissante sur

limf=0 ; limf=40c0 ; limf=-00 ; limf=-00.
—oo 1- 1+ +o0

L’axe Ox est donc asymptote a la courbe lorsque = tend vers —oo.

2. 1l s’agit d’une assertion (A, ) dépendant d’un entier naturel n, montrons-la par récurrence :
e ¢’est vrai pour n = 0 avec Py(z) =1 ;
(e C’est vrai aussi pour n =1 avec Pj(z) = —z +2) ;
e soit n € IN, si lassertion est vraie au rang n alors, en dérivant l'expression de f (")(:U)7 on

obtient, apres réduction (sur feu doux) :
€T

e
FO () = (s [(n+2—2)Py(z)+ (1 —2x) P.(z)] .
L’expression entre crochets étant une fonction polynéme de z, 'assertion est prouvée par

récurrence.
En décalant les indices dans la relation ci-dessus, on obtient la relation permettant le calcul
de proche en proche des polynoémes P, :
Vn € IN* Pyz)=Mn+1—-2)P1(z)+ (1 —2x) P,_4(x) * .

e

3. En appliquant la relation ci-dessus pour z = 1, on obtient Yn € IN* P, (1) = n P,_1(1).
Comme Py(1) =1, on en déduit P, (1) = n! (sans aspirine).

I1 peut sembler raisonnable de conjecturer que le terme dominant du polynéme P, est (—1)"z" :

¢’est vrai pour n = 0 et pour n = 1. Si, pour un n € IN* donné, c’est vrai au rang n — 1

(c’est-a-dire P,,_; a pour terme dominant (—1)""' 2"1), alors, dans la relation (*) ci-

dessus, le terme (n+1—2) P,_1(x) a pour terme dominant —x - (—1)""'2" " = (=1)" 2" ;
quant au terme (1 — x) P, _,(z), étant de degré seulement n — 1, il ne fait pas le poids et

se laisse donc gentiment négliger, ce qui acheve la récurrence.

4. En utilisant la formule de Leibniz, dérivons n fois la relation e = (1 — x) f(x). Cela donne

=3k L1 —a) P @) = (=) F @) = fO V)
k=0

dk
La somme ne comporte en fait que deux termes car ﬂ(l —x) est nul pour k£ > 2. On peut
x
réécrire cela sous la forme
e e
T __
& —mpﬂ(x)fnmpn_l($)7

soit encore P, (z) =n P,_1(z) + (1 —z)". On a donc aussi P,_1(x) = (n — 1) P,_a(z) +
(1 — )™ ! puis, en réinjectant

Pu(z) =n(n—1) Py_o(z)+n(l —2)" P +(1—2)".



On écrit encore une étape ou deux au brouillon et on est alors mir pour conjecturer que,
pour k de 1 a n,

Puz) = nn—1)---(n—k+ 1P, p(@)+nn—-1)-(n—k+2)(1—z)" F14...... +(1—-a)"
= 1) -k DR+ S Sy
j=n—k+1 J:

ce que I’on peut vérifier par récurrence. Pour k = n, tenant compte de Py(z) = 1 = (1—x)°,
on a donc

= ™y =nl Y M =l _
P, (x) Z S (1—a2) =nl Z u n!E,(1—x).
j k=0 ’

n
j=0""

<

5. Démontrons la relation proposée par récurrence sur n :
x
epour n =20, 1 Jr/ eldt =1+ (e” — 1) = e* = e® Eg(—x) = Fy(x) : cest vrai.

0
e Soit n € IN donné, supposons la relation vraie au rang n. On effectue une intégration par

parties :
T —t n+1 t x 1 x
1+/ etLdt = 1+{(—t)"+16] +—/ et (=)™ dt
0 (n+1)! (n+1)!, n!J
x _A\n _ e \n+1
e [ g G
F()Jr””(gc)mrl (hypothése de ré )
= Fu(z othése de récurrence
- & |E Ca" ] _ e p - F,
= ¢ n(—2) m =" Enpi(—2) = Foya(a) .
La fonction F, est donc une primitive sur IR de la fonction z +— ¢ _' l, soit
n!
Fl(x) = ¢€" @ Remarquons enfin la relation P,(z) = n!e™® F(z — 1) ou encore
n!

e%
F.(z) = . P,(z +1). La fonction 2 — e~ ne s’annulant pas, le nombre de zéros réels de

la fonction'polynéme P, est égal au nombre de solutions réelles de ’équation F,(x) = 0.
Notons aussi que, le terme dominant du polynéme P,, (ou du polynéme “translaté” P, (z + 1),
c’est le méme) étant (—1)" 2", on a Py(z +1) ~ (=1)" 2", par conséquent

r—+o0
-1
Fn(ﬂf) at—:\:.{:oo ( nl) " e”.

On en déduit la discussion suivante :

e si n est pair, alors Vo € R F),(z) > 0 (cette dérivée étant nulle seulement pour z = 0) : la

fonction Fj, est donc strictement croissante sur IR. Des équivalents écrits ci-dessus, on déduit

lim F,(z)=0 et lirf F,(z) = 400 : la fonction F, réalise alors une bijection continue
T—T00

r— —00
strictement croissante de IR vers |0, +oo[= IR} et ne s’annule donc pas ; le polynéme P,
n’a pas de racine réelle.



si n est impair, la dérivée F) (z) est du signe de —x, la fonction F, est donc stricte-

ment croissante sur IR”, strictement décroissante sur IR’ , avec  lim F,(z) = 0 et
Tr— —00
11141_1 F, (x) = —oc0. En faisant un tableau de variations, on voit que la fonction F;, s’annule
T—T00

en un point et un seul (appartenant a IR ), donc le polynéme P,, a une unique racine réelle.



